Chapitre [

Calcul vectoriel et systéme de coordonnées
) Ifl NQQ ion an_cflam@_r 1a 14@_ s Q'(? g;ngﬁz_‘ul vectoriel
I-1- a) Définition

— -

1321 ‘tfecteul MN = "V _est un segment de droite, ayant une origine

- e l‘ule.e:xtremlte_ N. il est défini par son origine ou point
application M, sa direction qui est celle de la droite indéfinie

334 NSOn sens et son module (unicité du longueur) qui est sa longueur

b !

|
A
Rq : si MN =1 le vecteur est dit unitaire (unicité du longueur).

Il existe trois types de vecteurs:

&) Vecteurs libres: un vecteur libre est un vecteur dont
on ne précise ni ’origine ni le suppert. On le note

B) Vecteurs glissants ou glisseurs: Un giis.\ﬁur est un vecteur
dont on a précisé la droite A (ou support V). c’est 'ensemble
d’un vecteur et d’un support A . On le note (A,V)

ex: Tension d’un fil.

y) Vecteurs liés: un vecteur lié est un vecteur dont on a
précisé I'origine M. c’est donc I’ensemble d'un point
et d’un vecteur V, onle note (M,V)

I-1- b) triédre de référence
On emploie souvent le

orthonormée (OX, 0Y,0Z) ou R
G
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1

triédreh_de référence par une base
(0,3,7,k) ou O(xyz).

D

Direction et observation



Un triédre direct est un triédre tel que un observateur placé sur Oz
~~— . les pieds en 0O regardant dans la direction Ox et Oy ettelque
Ox 2 sa droite et Oy 2 sa gauche .

: (Ox,O)J,O,Q est normé si et seulement Ox surd, et Oy surj

T e B e ety i i i e it

I-1- ¢) Repérage d’un vecteur :

—_— —_ —_ — —_— —_— s - -3
OM=0H+HM=OI+0J+0K=xMz+yM]t(z k

- —
r=0M = vecteur position

= -
O =||OI|= x,,i
0J =|oJ 7= Yl
OK = |OK|k = 7,k

0M* =0H* + HM* =0I* + 0J* + OK*

=X’ + Y + 2%

r=x"u+Yu +2%
- —_’ —‘ G # e «
Analytiquement un vecteur MN =V est défini, par rapport a trois

axes de coordonnées Ox , Oy, Oz ( cas des coordonnées cartésiennes),
par les projections V, ; V,; V, sur ces trois axes. On désigne par

(E'j 7,72) 3 vecteurs qui forment une base orthonormée et qui sont
dirigés suivant Ox, Oy et Oz dans le sens positif de ces axes.

Si77,K sont 3 vecteurs unitaires dans un repére orthonormé.

IO si [#] .
5',1__,[1 i i=7 1€(1,2,3)

Soient (x,, Yu»Zy )les composantes du point M dans la base 17K)
— - s -
OM = X, + Yy J + Zuk
Soient (x,,yy,2zy) les composantes du point N dans la base T7.K)

. -



ON = Xl + Yy T Zok
> L d < —— ‘ N S .",,, ————y
‘ >:{;=ﬁ= 0N—0M=(xh’ L*_JCM)T‘!’()’N—)'M)J + (2w "Zu)k
:Vx?-}- Vy 7+ sz.

el

V=0 siet seulement si V.= V,=V.=0

-2 Qzésa!ia&mzieuecmu_jm&
a) Addition: 3

Soient U, V deux vecteurs non nuls,

v 7/
u | u

Leur somme:
3 . bon TR S S
-Géométrique: U+ V=V +[J
-3
U=UT+UP+UR

YU g v

T+V)=(U + VIPH(U, + V) 7+ (U, +V, )8
somme de deux vecteurs commutative et associative

Etant donné 2 vecteurs U et V paralléles non nuls, on appelle
rapport du vecteur V sur le vecteur U , le nombre K tet que

K:,%}J{) 0 ou <0 suivant que les vecteurs sont de méme

sens ou de sens contraire.

b) Multiplication par un scalaire

AU = A s AP+ AT

D



Deéfinition:

R . v vl
Soient U et V detix vecteurs libres et ¢ Pangle qu’ils forment,
On appelle produit scalaire le nombre relatif produit des 3 nombres
U, Vet cosg

-) b
UV=|Uf |V cosg

ce produit scalaire jouit des propriétés suivantes:

-y A -

~0.V=V.U commutatif
- UV=|U| V| cosp=0 il suffit que 'une des trois conditions

suivantes soit réalisée:

— b -—n —_

- U=0 ou V=0 ou <p=i

J.U=|Uff
UV=UYV cosp

Dans celte expression, on peut considérer que V.cosp est la

projection du vecteur V sur le support de U Le produit scalaire a
I'interprétation suivante:

-3 b
le produit scalaire [/.V est égal au produit de la norme de 'un des
deux vecteurs par la projection de l'autre sur son support.

e B Al 3 T e b z
Si 7,7,k sont 3 vecteurs unitaires dans un repére orthonormé

7‘ =k,
- ~a
=LR=]
dans ce systeme d’axes
= R -
V= xl+ yi+ ik, Vi=xi+yT+2k
V= \/—_ ——'y +z s ,L'L+‘y'—2_~|:}'_)—
TR R ' o
V.V=V.V=xx+yy+22
On en déduit le cosinus de 'angle entre les deux vecteurs.

Sy



—) -y
7% xx' +yy +z2'
COS X = - .
_L’ . _..|V”V‘l ‘ \/}(—2 -} );2 ~fr Z?‘ .\/x'?..-ky_'l,»{—z';

Exemple: travail d’une force
S L
W=F L=F.Lcos¢
d) produit vectoriel:

Avant de définir le produit vectoriel, il est important de préciser le
choix des axes dans un repeére cartésien . Il existe deux probabilités
de numéroter, les axes donnant naissance a un repére direct (ou

indirect). 7
2
5 .

direct indirect
* Définition:

-2 —

Soient Uet Vdeux vecteurs libres etp l'angle qu’ils forment,

On appelle produit vectoriel (noté A) le vecteur W ayant les
propriétés suivantes:

- sa norme est égale a IﬁAV}lel.Msin ¢
- lerepere (U,V,W) direct,

* Propriété
T7 A V: —VA }7 n’est pas connl}utitif.
AUVAN
[t N
TN
V-
VA

g . - . [ d —a o
*f],\ v:ﬁsi U'paralléle aVousiU=0 ou V=0
* On peut donner une signification géométrique simple au produit
vectoriel, si on considére le parallélogramme construit sur les 2

i 1



vecteurs, la quantité V.sing représente la hauteur du

parallélogramme et UV- smrp en-est simplement le surface.
————————— ki Lt

vV 7 v
vd

- Ll ="

B3
Sl L I, nk sont 3 vecteurs unitaires dans un repére orthonormé, en

appliquant la définition du produit vectoriel on a

e P S —
INI=)JAT=kAk=0
4 - - - =3
IN]=k, JAl=—-k

par permutation circulaire?— T7—% -7 -
Jf\k*-zKAl'—

~ - - = .-’
dans ce systeme d’axes, on définit2 vecteurs V. e V'

-2 - — P
V=x'i+y j+7'k

el
=(x1+vj+ L)/\(x T+y 7+7 k)

VAV
= (yz' —zy' )i+ (2x' —x" )T+ (o —yx' )&

Régle de calcul des composantes

anicres. La plus simple consiste a

on peut procéder de différentes mani

déterminer la composante en x en plagant les coordonnées dans un

tableau a 2
colonne pour le deuxiéme vecteur.

colonnes, une colonne pour le premier vecteur et une

On barre la premiere ligne et on effectue le produit en croix en
retranchant le deuxiéme produit. On obtient pour la composante en

¥, Y5l

Pour déterminer les autres composantes, il suffit de procéder par

permutation circulaire X 2y = z =X, X'—= y’ — 7.

la deuxiéme composante devient zx’ - xz’.

x______x; X x’ X X
y y’ '.'YL'_'"YJ X y’
z Z z 7 ez’
yZ' -2y -(xz-2x’) (xy"-yx’)

en peut aussi écrire

= (xx' zAH-;t} TAT+xz 1A.(.)+(V.A. ]Az+wj/\j+yzj /\k)+(<,r kA1+zykAJ+zzkAk)



e) Produit mixte:

. " i — =l et

Définition: Soient U/,V,W 3 secteurs libres quelconque,

On agpe}le produit mixte de ces 3 vecteurs dans ordre comme ils
sont ecrits, le produit scalaire du premier par le produit vectoriel

des deux derniers, c’est donc le nombre P défini par:
P=U(VAW)

On le note gga_&em_f_e,nt(ﬁ v, ﬁ/)
(U V,W)=U(VAW)
| JF 7T F joou us
=(UsU.7-U:R)V, V. WV, |.Vvi V. Vs
W W. Wi W, W. W,

propriétés du produit mixte

— el - — el =i

-— oy =4
U,V,W)=—V,U,W)=—(W,V,U)
Signification géométrigue
11 est facile de donuer une signification géométique simple:du
produit mixte. A partir des 3 vecteurs, on positionne les 3 points A,

B et C tel que

—) —)  w—d oy ———dy ——

OA=U,0B=V, OC=W.

soit D la projectigr du point A sur le plan OBC.

|22 el =d
Soit S ’aire du parallélogramme construit sur Oﬁ et OC.

=%



S:“—;/\ﬁ;l

———Si-on-appelle V , volume du parallélépipede construit
sur OA,OB, et OC. e e e R

D étant la projection de A sur le planOBC.

—
La d_irect.ion de AD est perpendjculaire a ce plan et est paralléle a
la direction produit vectoriel VA et @ estangle que fait la

direction OA avec ce produit vectoriel.

On peut ainsi interpréter la formule donnant le volume par le

produit scalaire de VAW par 78

Ainsi, un produit mixte entre 3 ve
parallélépipede construit sur les
invariant si on permute les vecteurs.

f) Double produit vectoriel :

On définit le double produit vectoriel par:

cteurs est égale au volume du
3 vecteurs. Le volume étant

—ty  —h

O[T )= 0 - T

—a

UA(VAW)2UOAVIAW

/-3 :Systéme de coordonnées

[-3-a coordonnees cartésiennes:

Pour repéter les phénomenes physiques; on est amené a utiliser
Pespace sous forme de systémes de

différentes représentation de i
v Pautre suivant la sysmétrie du

i’- -y
AR e e 1

coordonnées. On utilize
probleme.

teme des coordonnées cartésiennes: on

Le plus simple est le sys : : |
définit un triédre (0 Xy z) direct ou positif de la maniére suivamntes.
z

- Les directions 5;, 5§/ et (‘% perpendiculaires
- ('7,%) direct.

- 3-
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fréquemment en physique.

I-3-b: coordonnées polaires:

Suivant la symétrie du probléme, on est amené a abandonner

“Tes coordonnées cartésiénnes afin de se rattacher 4 un systeiie plus

naturel. Deux grandes familles de symétrie apparaissent

- La symétrie sphérique: les propriétés de l’espace ne
dépendent que de la distance ( ex: charge électrique, gravitation
autour d’'une masse ponctuelle......).

- la symétrie cylindrique ( de révolution ou axiale): rotation
autour d'un axe, solénoide, rotation de la terre,.....

Dans un systéme de doordonnées a deux dimensions, les deux
systémes précédents se réduisent aux coordonnées polaires. La
position du point M est définie par les deux quantités: :

* r=0M > (), rayon vecteurOM

* ¢ : angle polaire (OX est appelé axe polaire),0 < ¢ <27 f

@: mesuré dans le sens trigonométrie direct,

le systéme sexagésimal;

1 tour = 360° = 360°. 60’ = 360.60.60”
1 ne faut pas confondre les symboles de minutes et secondes de

degrés avec les méme unités liées aux heures.
1 tour = 24h = 24.60 mn = 24.60.60s
1 heure = 60 mn =60.60s

Le radian:

[a mesure de I’angle est égale au rapport entre la longueur de 'arc
et le rayon du cercle. :

la longueur de la circonférence étant égale 4 2 zr (r: rayon du

cercle), on a
1 tour = 2 7 radians (rd)
1rd =360 /2 =57°17" 45"

BET o




____ Exemple: un point M a pour coordonnées cartésiennes

on passe d'un systéme a 'autre par les formules

X=TrcosQ

y=rsing é‘nt'_iﬁﬁ?ei'éer‘rienf r=yXy T g =Arcig(y/x) ™

(x=-9m ,y=-10m

Jr=yx'+y ==+/182==13,45m

¢ = Arctgly / x)= @ = Arctg(1,11)=48°

I-3-c: Coordonnées cylindrigues:

On généralise les coodonnées polaires a 3 dimensions en

ajoutant la coordonnée z. :
Le point M est repéré par les 3 coordonnees

24
\m

4 '
’L/ B o: rayon vecteur du point M(>0)
¢: angle polaire (0S¢ < 27)

z: la cote

on utilise les mémes formules de transformauons
C(;ordormées polaires. En coordonnées cylindriques,p
Qistance a lorigine des coordonnées, c’est

Pour p et @
que pour les
n’est plus 1a

la quantité ~ OM=vp"+Z

1-3-d: Coordonnées Sphériques:

Il o'y a plus d’axe ou de plan privilégié.Le point M est repéré
par une distance et 2 angles

9.



r: distance OM(r > 0)
¢ : longitude ou azimut(0 < ¢ < 2r)
6: angle polaire ou colatitude(0< g < 7). -
On utilise également son complément appellé la latitudel
2.4’\

On peut écrire facilement les formules de transformations

X =r.sin B.cos @ r=+x*+y*+z7

y=rsinf.sing etinversement 6= Arcos(z/r)
Z=r.cos@ @ = Arctg(y/x)

Exemple (voir T.D)
I-4 Analyse vectoriel

Liﬁummxmaﬂxmﬂﬂ&;gkdﬁk
d’une fonction veciorialle:

Nous avons vu qu'une quantité physique peut s’exprimer
comme fonction des coordonnées d’un point dans une certaine
région de I'espace, la quantité physique est définie par un champ:

- scalaire f(x,y,z); pression, température, densité, potentiel,
- Vectoriel Vg;c,y,z) : vitesse, accélération, force, champ électrique,
champ magnétique....

Les composantes du vecteur peuvent étre données de différentes

maniére et nous allons examiner 2 cas importants: la fonction
vectorielle d’une variable réelle et la fonction vectorielle de

plusieurs variables.

e A e
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«)_Fonction vect orielle d’une variable:

‘d’un seul parametre ( le temp t, le plus souvent ). Dans un repére
cartésien, la fonction vectorielle que nous noterons V( t) posséde
3 composantes x(t), y(t) et z(t).

Dans le cas ot les 3 _composantes du vecteur V dépendent

Si on dérive les trois composantes par rapport au temps par
exemple, on définit la fonction dérivée de la fonction vectorielle.

g i)
V()= y(z)
(1)
(E:v -é:"é:)
v (=L0- DO _ )
dz(t) _
L aadl

(7.2.2)
— ——
Soit M I2 point de I’espace tel que OM = V(t), quand le temps t
varie, les 3 composantes (coordonnées) varient et le point M décrit

une trajectoire.

A partir d'une position Mo realisée a I'instant t, on considere la
position M, atteinte a I'instant. (£ + At).Comme le vecteur position a
varié de OM (r+ Ar) - OM(t) , la premiére composante par exemple a
varieé de x (¢ + At)-x(t) et on sait que : 3

A

@_c:umx(r +At) - x(t) M+ 8t)
dt At

At— 0
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On géneralise cette propriété pour une seule composante aux
3 composantes;

dOM _ ;. OM(t+ A0~ OMGY . “¥iobt
d At AR

At—0 At—0

' Bl - —
Car la différence entre les deuy positions est le vecteurM, M,
Quand At — 0, la droite joignant les deux points se confond avec la
tangente a la trajectoire. De méme si on multiplie toutes les
composantes de la dérivée par I'élément différentiel dt, chaque
dérivée devient une différentiellle,

i dx(t)
dV () =|dy(t)
dz (1)
@2.2)

X3 ¥y

B)_Fonction v ielle de plusieur iables:

Vu(u,v, w)
-,
Vw,v.w)=|ww,v.w)

Vw(lU,V, W)

el .
(e;,ey,ez)

~

Ia fonction vectorielle contient deux informations:
- elle dépend des coordonnées du pointM(U,V,W)"

et en ce point
- elle donne la direction du vecteur.
on peut dériver par rapport a 'une des trois variables et par

exemple la dérivée (partielie) par rapport a U est un nouveau
vecteur dont les composantes sont des dérivées partielle des 3

composantes par rapport a U.

e

v «-—uur-.";?-'v"‘



o [ Sl v W =
v _|dvy aV_|dWy v _|dW
du | du v | v ow | ow
R (7] 4 avw T ?_Kff“"*“'”_"”—" Shonii
ou v aw
Gez)  @E3) (@&

autres variables, quand U varie le point
1ée courbe de coordonnce

gquaund on fixe les deux
M(U,V, W) décrit une courbe appe

Le vecteur — est tangent a cette courbe.
du fes
%V‘W =t
oy
0 P
L5 Repere local /

Dans les coodounées polaires, il existe une référence plus
naturelle que le repére cartésien lié artificiellement aux axes de
coordonnées OX et OY.

ée de O en M et on définit un axe radial et un axe

I'origine est déplac
orthoradia! qui lui est perpendiculaire. Ce nouveau repere est
appelé repere local.

a) Définition:

Soit M un point et (U,V, W) ses coordonnées,
Le vecteur OM est une fonction des trois variables U,Vet W et les

vecteurs

— e —
JOM JOM raOM sont tangents aux courbes de coordonnées.
(24

du ’ v ow
par définition, le repére local (M,e,.¢,,¢,) est le repére mobile

attaché au point M avec;

A3



90M 00M =
el = ___au, e ey=_0dv = _QQA.{_
R E2d 7 oW
o Ky AOM
al,v —

or sin @ 0
(é:’.éy) (g; !2;)

On en déduit simglgment:
-—aﬁé?OM_ cos @ -.9_130114_ —sin g
er—'jr__" sin @ e d0 "~ lcos

(€.,2,) (€.2)

31
%
e
"
&
0 .
<) repere cylindrique:
u=p, V=@ et W=z
b e ¥y p,c‘osq)
OM=OM+MM‘:p.smqD
Z
(€.e,¢,)

—Aly ~



AT saaew Pt Ay e s iy

oow |59
. le—-)—-—_‘ Sm([)v,,“..____.
0 .

(e., v,e)

S —

On en déduit simplement

2 90U |G
= 20M _
Pl
(€.,6,2,)

-\ -4
(e ,'“,, e,)

AU A ot ol bl LR
— —PSin ¢ — 0
.——-—-;.pgosq)p a0 =10

I = e i

u=r, ¥=0 ¢« w=p

J"r. cos sin @

éﬂ’— r.sin 0 Sosd
r.cosf
—  |cospsin@ —s  |—rsin@sind —n
oM _[oeteng M | e 9OM
- T~ |r. cossit o
o cos oy 0 d
oy _—r
HOM =) 57—0~~’ rsin @ ,‘J‘J_Q_M_
or | ap i a da
()'7;/ kst
L . l WE{ = th‘;m '
b d(}M T rsin@ do " oy
()(p

B )
(€.2.%)

APy s

r.cospcos @
=|r.sin @ cos &
—r.sin @



& s S e (?aOII‘V[_ QO_EI cospsin
a0k = o = sin @ sin O
SRnEh SO I [y "
(_:’é;’?z)

JOM :
o 5g  130W C.Ob(pCOS 0
€ =——=——=[sin@cosf

—sin @ 4%

“lo0oM
26

o O
I-6 : OQpérations sur une fonction vectorielle:
a) Dérivée:

—
V(u) une fonction vectorielle .

"(u)

- la dérivée de cette fonction est —-

- soit & (u) une fonction scalaire

AoV dD). = © dV(w)
s V(u)+D(u). 3

10 Py =T 0 4V 5

d(V(u)/\ V' (u)) dV(u) . dV' (u)
du du V( )+ V( e du

b) Intégrale d’un vecteur:
V) = Vi Vo )T+ V, )k

.1

Wb ot hune ) TR e, . . o4 v
Py oo *‘FK’;M"‘-‘:“,'“ o s Wy e BN &

PO B Pi - =y P Jd L
]
ks g S



R R o e B L)

o e

N (e

- |
[V(w).du=T [V, ().du+7.[V,(0).du+E. [V, (u).du
SN Tintégrale d’une fonction "'veétorielle a *pour'--composanté—
intégrale des composantes de V(u). |

S IS T PN I -4 - =
autrement dit une fonction vectorielle W(u) ttj"——-—-d":,cu')'EV,(m“‘“““—"
au

[V@).du=[dW(u)=W(u)+C, C est une constante
i,
[ V(). du=W(u,)~W()
Ll]

E

c) Gradient- dive

Considérons un opérateur vectoriel notéVnabla,

Appliquons cet opérateut vectoriel sur une fonction scalaire

soit  D(x,),2)

I
o
Grad D(x,y,2)=V.D= (j;j
2]
dz
(7'} k)

A3}
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Appliquons nabla sur une fonction vectorieﬂe?(

- -y v x,y,z)
et e V V(x,..y,g) :ﬁﬁ*.%,*,%:dwv PR RO

Appliquons a présept I'opé

_v_artgurwnabla vectoriellement sur la

————foniction-vectortelley——+——- e T S
PO LA
v.o 19 9 4| lov av
V aVesl—. 2. X — i) B £ B
ox dy I oz 8):3
" V2 V3 ﬂ./z._.aj{l.
ox  dy

ey
qu’on appelle rotationnel de V. noté rot —\;

e o R ..
rotV =V AV

div(rod) = V.(V/\_}_i:)z 0,
Fo1(grad@) =V A (V.@) =0

I

Intégrale curvilgne;
Dans un espace repéré par O(Xy*z) considérons une courbe,
Z P
PI
3V

/o 3
~

Le point P € (C)est repére par son vecteur position OP =r(x,y,z)
On appelle intégrale curviligne de V(r) le long de la courbe (C) entre

deux points P, et P, I’expression.
P,
[V(r.dl  ;di(dx,dy,dz)
P,
P, P, P,
[Vilxy,2).de+[ Vo (x,3,2).dy +[ V(x,3,2).dz
P P PI

M-
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pour calculer cette intégrale, on peut donner une représentation
paramétrique de la courbe (c)

b S ) ol it o Ao I S R o
F=5) [D().dr ™
z=27(1) L

, _d_’une_.martiére_-générale,—u-ne*intégrati'on' curviligne dépend du
chemin suivi entre Loet t
Il existe cependant un cag particulier important o I'intégrale
curviligne ne dépend pas du chemin suivi, C’est le cas ot 1a fonction

vectorielle V s’écrit sous forme d’un gradient &,
-

V=gradd=v.0

¢ e —y T
On peut aussi dire que rotV =)

Uintégraie curviligne s’écrit:

r I 12,%] 12,%]
?E—.dX'Fw.dy-l- az .dz

r2

:fV(ﬂ.di-'—.:f
= [ dD=a(P,)-7(p)
ﬂ!w:‘j = “é)@_dx ‘f""@ dv + ‘@.dz
X dy 7 oz

s'appelle différenticile exacte de &,

~A9 -



